




Реферат
Удивительный мир натуральных чисел






Выполнила: 
Ажмуратова Аделина, 
12 лет, 
г. Соль-Илецк
 Оренбургская обл.,
Россия










Содержание
1. Введение .................................................................................................. 3
2. Первоначальные представления о числе ............................................. .4
3. Совершенные числа ...............................................................................  5
4. Дружественные числа ..............................................................................7
5. Числа - близнецы .....................................................................................10
6. Фигурные числа .......................................................................................10
7. Многоугольные числа ............................................................................  11
8. Заключение ...............................................................................................14
9. Литература ................................................................................................15




















Введение
Актуальность
Одним из основных понятий математики является понятие числа.
Натуральные числа -самые древние по происхождению.  Это числа, применяемые при счёте предметов. В начальной школе мы знакомились с четными и нечетными числами. На уроках математики в 6 классе мы продолжили изучение натуральных чисел. познакомились с признаками делимости  натуральных чисел, рассмотрели  простые и составные числа. 
 Все ли мы знаем про натуральные числа или есть еще что-то,  что мы не знаем про натуральные числа. 
Данный реферат  посвящен изучению особенностей некоторых натуральных чисел и их свойств, которые не изучаются  в школе.
Цель реферата: Изучение  многообразия и разнообразия натуральных чисел.        
Задачи:
1.   изучить материал об особенностях натуральных чисел, не изучаемых в  
      школе;
 2.  выделить интересные виды удивительных натуральных чисел:   
      совершенные  числа, дружественные, числа - близнецы, фигурные числа.
     3.   установить свойства, законы и закономерности этих чисел
4.  научиться находить необходимую информацию в различных источниках.

Основным методом исследования видов чисел являются изучение научно-популярной литературы, систематизация и обобщение  данных.


















Первоначальные представления о числе

Число - это одно  из основных понятий математики.
 Первые  представления о числе появились в эпоху каменного века. Но прошло много тысячелетий, прежде, чем люди научились пересчитывать предметы. Числовые термины медленно входили в употребление.    Так как числами  обозначались реальные неделимые объекты: люди, животные, вещи, то они стали называться  натуральными. Чтобы выстроить ряд натуральных чисел от единицы до бесконечности понадобилось сто веков. Труднее всего было  придумать нуль. Его придумали вавилоняне примерно две тысячи лет тому назад. Первая, точно датированная запись, в которой встречается знак нуля, относится к 876 г.
Понятию "числа" соответствует большое количество определений. Первым о числах начал рассуждать Пифагор. " Число-это закон и связь мира, сила, царящая над богами и смертными", говорил он. По его учению число 2 означало гармонию,  число 5 – цвет,  числу 6 соответствует холод, числу 7 – разум, здоровье,  а число 8 означает любовь и дружбу. В своем  труде "Начала" Евклид дал первое научное определение числа:  "Единица есть то, в соответствии, с чем каждая из существующих вещей называется одной. Число есть множество, сложенное из единиц". Аналогично   определял понятие числа и русский математик Леонтий Филиппович Магницкий в своем учебнике "Арифметика" (1703 г).
 Еще в первом веке нашей эры древнегреческий математик Никомах говорил о "естественном ряде" чисел
А впервые термин "натуральное число" употребил римский государственный деятель Боэций в шестом веке. Позже французский математик д'Аламбер (1717-1783 гг.) начал употреблять понятие "натуральное число" в современном виде.



















Совершенные числа
«Совершенным называется то, 
что по достоинствам и ценности
 не может быть превзойдено в своей области»
 (Аристотель).

    
    Натуральное  число называется  совершенным, если оно равнялось сумме всех своих делителей, включая единицу и исключая само число. 
      Например, делители числа 6 – это 1,2 и 3, делители  числа 28 – 1,2,4,7 и 14, а делители числа 496 – 1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248. 
      Если найти сумму всех делителей данных чисел, то мы увидим, что 
1+2+3=6, а 1+2+4+7+14=28 и 1+2+4+8+16+31+62+124+248=496, то есть эти числа являются совершенными. 
О  совершенных числах написано много, но самих их найдено мало – всего 24.
     Первые два совершенных числа 6 и 28  были известны ещё в глубокой древности.    Неразрешимая загадка совершенных чисел,  их непостижимость привели к признаниям божественности этих удивительных чисел. Этому есть множество примеров:
     -  в Древней Греции на званном пиру на 6-ом месте возлежал самый уважаемый  и почетный гость;
- в Древнем Вавилоне круг делили на 6 частей; 
- Мир создан за 6 дней - утверждается в Библии.
     В сочинении «Град Божий» Св. Августин высказал мысль о том, что хотя Бог мог сотворить мир в одно мгновенье, Он предпочел сотворить его за 6 дней, дабы поразмыслить над совершенством мира. По мнению Св. Августина, число 6 совершенно не потому, что Бог избрал его, а потому, что совершенство внутренне присуще природе этого числа. 
    6 - самое первое совершенное число, это единственное натуральное число, равное произведению своих делителей 6 =1*2*3. 6 - это единственная натуральная цифра.     Рассмотрим геометрическую интерпретацию числа 6. 
   6 -  это правильный шестиугольник. Правильный шестиугольник состоит из шести равносторонних треугольников. Правильный шестиугольник часто встречается в природе. Медовые соты пчел - это правильные шестиугольники. А мед - это один из самых полезных продуктов в мире.
Второе совершенное число - это  число 28. Древние римляне очень уважали это число, в римских академиях наук было строго по 28 членов, в египетском мере длина локтя 28 пальцев, в лунном календаре 28 дней. 
А почему про остальные совершенные числа ничего нет? Загадка. Многие их загадки до сих пор не могут отгадать, хотя над этим задумывались более двух тысяч лет назад.
 Один из наиболее выдающихся ученых средневековья, друг и учитель Карла Великого, аббат Алкуин, один из виднейших деятелей просвещения, организатор школ и автор учебников по арифметике, был твердо убежден, что человеческий род только по тому несовершенен, в нем только поэтому царят зло, горе и насилие, что он произошел от восьми людей, спасшихся  в ноевом ковчеге о потопа, а « восемь» - число несовершенное. Но в нём спаслись семь пар чистых животных и семь пар нечистых животных, что в сумме составляет совершенное число 28. Совершенным орудием можно объявить также руки человеческие, так как в десяти пальцах находится 28 фаланг. Род людской до потопа был более совершенен – он произошел от одного Адама, а единица может быть причислена к совершенным числам: она равна самой себе – своему единственному делителю. 
Лев Николаевич Толстой шутливо "хвастался" тем, что дата его рождения (28 августа по календарю того времени) является совершенным числом. Год рождения Л.Н.Толстого (1828) - тоже интересное число: последние две цифры (28) образуют совершенное число; а если переставить местами первые две цифры, то получится 8128 - четвертое совершенное число.
   Следующие два числа 496 и 8128 нашел в четвертом веке до нашей эры  Евклид. Он не только отыскал два совершенных числа, но и дал ключ к поискам всех четных совершенных чисел. Одна из теорем в книге Евклидовых «Начал» посвящена замечательному свойству совершенных чисел, открытому, как полагают, учениками Пифагора: если число р=1+2+4+…+2n=2n+1-1 простое, то число 2nр  совершенное.
    Правило Евклида позволило древнегреческому математику Никомаху из Герасы (I-II век) найти такие совершенные числа, как 6, 28, 496, 8128. Никомах писал: «Совершенные числа красивы. Однако красивые вещи редки и малочисленны». Полторы тысячи лет спустя  было найдено пятое совершенное число 33550336.
    По мере продвижения от начала в натуральном ряду совершенные числа встречаются всё реже и реже. В первых десяти тысячах имеется всего четыре совершенных числа
     До середины двадцатого века обнаружено ещё 7 таких чисел.
    С 1952 года в поиски совершенных чисел включились вычислительные машины. И если первое совершенное число 6 однозначно, то двадцать четвёртое имеет свыше 12000 знаков.
    Впрочем, Евклид не только нашёл два совершенных числа, но и дал ключ к поискам всех чётных совершенных чисел. Он доказал, что чётное совершенное число имеет вид
 2n-1(2n-1), если n – простое и 2n-1 тоже простое.
 Поиском простых чисел вида 2n-1 занимался французский монах Марен Мерсенн. В его честь простые числа Мn=2n-1 стали называть числами Мерсенна
  Спустя две тысячи лет Леонард Эйлер доказал, что формула Евклида определяет все чётные совершенные числа. 

Свойства совершенных чисел:

   - все совершенные числа «треугольные». Это означает, что если взять, допустим, шарики в количестве, равном совершенному числу, то их можно расположить так, что они образуют равносторонний треугольник;                                                                                        
   - каждое совершенное число есть сумма вида 1 + 2 + 3 + 4 + … + n;
- каждое совершенное число, за исключением 6, есть частичная сумма ряда из кубов нечётных чисел: 13 + 33 + 53 + … ;
- сумма обратных значений делителей совершенного числа, включая и само число как делитель, всегда равна двум. Так, для числа 28 имеем 1/1 + 1/2 + 1/4 + 1/7 + 1/14 + 1/28 = 2. 
 Все совершенные числа, которые можно найти по правилу Евклида, чётные. До сих пор неизвестно, существуют ли нечётные совершенные числа и существует ли наибольшее чётное совершенное число. Современный немецкий математик Вальтер Боро сказал: «Работы, посвящённые нечётным совершенным числам, напоминают охоту за призраком: никто никогда его не видел, но проведено много остроумных исследований того, как он не может выглядеть». 
В настоящее время на простых числах Мерсенна основана защита электронной информации, также они используются в криптографии и других приложениях математики.

                                   
Дружественные числа

Мой друг тот, кто является моим вторым я, как числа 220 и 284.
                             Пифагор

    Два натуральных числа, каждое из которых равно сумме делителей другого числа (не считая самого числа), называются дружественными.
История дружественных чисел теряется в глубине веков. Дружественные числа были открыты древнегреческими учеными -последователями Пифагора. Правда пифагорейцы знали только одну пару дружественных чисел – 220 и 284. 
Число 284 равно сумме делителей числа 220, а число 220 равно сумме делителей числа 284.
1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284,
1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220.
Долгое время  считалось, что следующую пару дружественных чисел 17296 и 18416 открыл в 1636 году знаменитый французский математик Пьер Ферма. Но недавно в одном из трактатов арабского ученого Ибн аль-Банны (1256-1321) были найдены строки: "Числа 17296 и 18416 являются дружественными. Аллах всеведущ".
Рене Декарт в 1638г указал третью пару дружественных чисел – 9 363 584 и 9 437 056 . И очень долгое время больше не могли обнаружить дружественные числа. 
  Лишь  в 1747-1750 гг. Леонардом Эйлером было  предложено пять различных способов отыскания дружественных чисел и  им была открыта 61 пара дружественных чисел, среди которых были и нечетные числа, например, 69 615 и 11 498 355; 87 633 и 12 024 045.  
    Затем  эту работу продолжили математики следующих поколений. 
   В настоящее время известно около 1100 пар дружественных чисел. А в 1867 году шестнадцатилетний итальянец Никколо Паганини потряс математический мир сообщением о том, что числа 1184 и 1210 дружественные! Эту пару, ближайшую к 220 и 284, проглядели все знаменитые математики, изучавшие дружественные числа.
Пару чисел 220 и 284 было принято  считать символом дружбы. В Средние века делались  талисманы с выгравированными на них числами 220 и 284, которые якобы способствуют укреплению любви. Рекомендовались также такие рецепты: «Чтобы добиться взаимности в любви, нужно на чем-либо записать числа 220 и 284,меньшее дать объекту любви, а большее съесть самому».


Пары дружественных чисел в пределах 100 000

220  –      284
1 184  –   1 210
2 620  –   2 924
5 020  –   5 564
6 232  –   6 368
10 744  –   1 856
12 285  – 14 595
17 296  –  18 416
63 020  –  76 084
66 928  –  66 992
67 095  –  71 145
69 615  –  87 633
79 750  –  88 730

   В настоящее время известно в общем сложности 1427 пар дружественных чисел Список начинается трехзначной парой Пифагора и кончается 25-значной парой, найденной Эскоттом.
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 Математики, открывшие пары дружественных чисел.
                       ( по статье Э. Дж.Ли, Математика на досуге,1972; дополнено В. Боро)
	Фамилия 
	Кол-во пар
	Год открытия
	Фамилия
	Кол-во пар
	Год открытия

	Пифагор
ибн аль-Банна
Декарт
Эйлер
Лежандр/Чебышев
Паганини
Зеельхофф
Диксон
Мэйсон
Пуле 
Жерарден
Браун
Эскотт
	1
1
1
59
1
1
2
2
14
108
9
1
219
	-500
1300
1638
1747-1750
1830/1851
1866
1884
1911
1921
1929-1948
1939
1939
1946
	Вульф
Гарсина
Рольф
Оре,
Алеанен, Стемпл
Боро
Ли
Брэтли,
Мак-Кей
Коэн
Дэвид 
те Риле
Боро, Хоффман, Ребген, Рекков
	4
153
1

9
41
390

14
62
12
4

25
	1950
1957
1965

1967
1967-1974
1968-1972

1968
1970
1971-1972
1974

1979





   Дружественные числа скрывают еще много загадок.  Как известно, четность дружественных чисел одной пары одинакова. 
 А  есть ли смешанные пары, у которых одно число четное, а другое – нечетное? 
Существует ли общая формула, описывающая все дружественные пары? 
Конечно или бесконечно число таких пар? 
На эти и другие вопросы ответы пока не найдены. 










Числа - близнецы 
Среди натуральных простых чисел математики Древней Греции  выделяли простые числа, отличающиеся на 2: например, 3 и 5. Такие числа они называли числами - близнецами. До сих пор нет доказательства, что таких чисел бесконечно много. Чем больше числа, тем  реже в них встречаются простые  числа и числа близнецы. 
 В числах, близких к триллиону, лишь каждое 28 число является простым. 
     Еще Евклидом было доказано, что простых чисел бесконечно много. Однако окончательного ответа на вопрос, конечно или бесконечно множество "близнецов", пока не существует. любопытно, что в натуральном ряду имеются  скопления чисел - близнецов: «тройня»  чисел - это 3,5,7, четвёрки вида (n-4, n-2, n+2, n+4), например (5,7,11,13) или (11,13,17,19).  Как много таких скоплений – тоже пока неизвестно.
Все пары простых чисел-близнецов, кроме (3, 5) имеют вид [image: 6n\pm 1].
Действительно.  Рассмотрим, например: 41 и 43. 41=6*7-1;   43=6*7+1.
Первые простые числа-близнецы:
  (3,  5),    (5,  7),    (11, 13),   (17, 19),   (29, 31),   (41, 43),   (59, 61),   (71,  73) 


Фигурные числа
“Числа и геометрические тела и фигуры... 
не являются достоянием одной лишь математики; 
в них выражается мировая гармония,
 они имеют определенные магические
 и нравственные значения”.
АЯ. Гуревич


Многоугольные, или, как их часто называют, фигурные числа были известны еще в глубокой древности. Предполагают, что впервые они появились в VI веке до нашей эры – в школе Пифагора. В дальнейшем многие математики интересовались этими числами. Про них доказано много важных теорем.
 Числа древними греками мыслились зримо, в виде камешков, разложенных на песке или на счетной доске - абаке. Числа-камешки раскладывались в виде правильных геометрических фигур, эти фигуры классифицировались. Так возникли числа, сегодня именуемые фигурными. 
 Фигурные числа — общее название чисел, связанных с той или иной геометрической фигурой.
       Фигурные числа, по мнению пифагорейцев, играют важную роль в структуре мироздания. О них много говорится в пифагорейских учебниках арифметики, созданных Никомахом Геразским и Теоном Смирнским. Изучением фигурных чисел занимались многие математики античности: Эратосфен, Гипсикл и другие. Диофант Александрийский написал большое исследование о свойствах многоугольных чисел, фрагменты которого дошли до наших дней.
Различают следующие виды фигурных чисел:
Линейные числа — числа, не разлагающиеся на множители, то есть их ряд совпадает с рядом простых чисел, дополненным единицей: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, …
Линейные числа (т.е. простые числа) - числа, которые делятся только на единицу и на самих себя и, следовательно, представимы в виде последовательности точек, выстроенных в линию: 
[image: image004]
рис. 1 (линейное число 5) [5]

 Плоские числа — числа, представимые в виде произведения двух сомножителей, то есть составные: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, …
Плоские числа - числа, представимые в виде произведения двух сомножителей: 
[image: image006]
рис. 2  (плоское число 6) [9]
 Телесные числа — числа, представимые произведением трёх сомножителей: 8, 12, 16, 18, 20, 24, 27, 28, …
Телесные числа, выражаемые произведением трех сомножителей: 
[image: image008]
рис. 3  (телесное число 8) [12]

Многоугольные числа
Выкладывая различные правильные многоугольники, можно получить разные классы многоугольных чисел. Предположительно от фигурных чисел возникло выражение: "Возвести число в квадрат или в куб".
Последовательность треугольных чисел: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 4 и т.д. (1, 1+2=3, 1+2+3=6, 1+2+3+4=10, 1+2+3+4+5=15 и т. д.): 
Пусть у нас есть одна точка. Если добавить  к ней еще две, получится три точки, которые можно расположить так, что они образуют равносторонний треугольник. Чтобы треугольник сохранился необходимо добавить еще три точки, затем четыре и т.д.   Замечаем, что на каждом шаге надо добавить к предыдущему число, равное количеству шагов.
[image: http://kl10sch55.narod.ru/kl/fig8.JPG]

рис.4.    Треугольные числа[13]

Замечаем, что стороны второго треугольника в два раза больше сторон первого, стороны третьего треугольника в три раза больше сторон первого и т.д.  Теперь становится  понятно почему в бильярде шары выкладывают треугольником: он правильный и в нем ровно 15 шаров –пятое треугольное число.

Квадратные числа представляют собой произведение двух одинаковых натуральных чисел, то есть являются полными квадратами: 1, 4, 9, 16, 25, 36, и т.д. (1+3=4, 1+3+5=9, 1+3+5+7=16).

Пусть опять имеется одна точка. Расположим четыре точки в виде квадрата. Увеличив стороны квадрата в 2 раза получим новый квадрат, где таких точек уже будет 9, еще раз увеличив стороны первоначального квадрата получим квадрат с 16-ю точками и т.д. 
Замечаем, что получаются числа натурального ряда взятые во второй степени, отсюда и пошло понятие «возвести в квадрат». А числа стали называть квадратными:  4,9,16, 25 и т.д.

[image: C:\Users\Сергей\Pictures\imagesCANEX41J.jpg]

                                                 рис. 5.   Квадратные числа[3]

Пятиугольные числа 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, 117, 145



[image: http://static.diary.ru/userdir/2/7/7/8/277818/30833783.jpg]



            
рис. 6.             Пятиугольные числа[10]

Можно получать шестиугольные, семиугольные и т.д.
Общая формула для таких чисел:
Fn(k)=((k-2)n2-(k-4)n)/2
Здесь k показывает сколько-угольное число будет вычисляться, а n – это номер шага при вычислении числа. 

Пирамидальные числа возникают при складывании круглых камушков горкой так, чтобы они не раскатывались. Получается пирамида. Каждый слой в такой пирамиде - треугольное число. Наверху один камушек, под ним - 3, под теми - 6 и т.д.: 1, 1+3=4, 1+3+6=10, 1+3+6+10=20, ... 
[image: ]






                                                  рис. 7. Пирамидальные числа[7]

Кубические числа возникают при складывании кубиков: 1, 2·2·2=8, 3·3·3=27, 4·4·4=64, 5·5·5=125... и так далее.
[image: ]





                                   рис. 8. Кубические числа[4]

Многоугольными числами занимались многие математики: Ферма, Эйлер, Лагранж, Гаусс и другие. 
Ферма сформулировал (1670) так называемую «золотую теорему»: 
• Всякое натуральное число — либо треугольное, либо сумма двух или трёх треугольных чисел; 
• Всякое натуральное число — либо квадратное, либо сумма двух, трёх или четырёх квадратных чисел; 
• Всякое натуральное число — либо пятиугольное, либо сумма от двух до пяти пятиугольных чисел. 
           Этой теоремой занимались многие выдающиеся математики, полное доказательство сумел дать Коши в 1813 году. 
          Треугольные числа связаны с именем великого древнегреческого математика и философа Пифагора, который жил в VI в. до н.э. 
«Числа правят миром!» - провозгласил Пифагор.  

Заключение
Стоит еще раз подчеркнуть, что с натуральных чисел начинается вся математика, да и в любой другой науке не обойтись без натуральных чисел.
В результате работы над данной темой я узнала, что натуральные числа бывают дружественными и совершенными, существуют числа - близнецы, узнала,  что означают фигурные числа, собрала и систематизировала весь материал. Изучила   свойства этих чисел и заметила некоторые их закономерности. 
Мир полон тайн и загадок. Но разгадать их могут только пытливые. 
Современная наука встречается с величинами такой сложной природы, что для их изучения приходится изобретать все новые виды чисел. И мне бы хотелось продолжить изучение чисел. 
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